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บทคััดย่่อ
โรคอีสีุกุอีใีสเป็็นโรคติดิต่่อเกิดิจากเชื้้�อไวรัสั วาริเิซลลาซอสเตอร์์ (Varicella 

Zoster Virus – VZV) หรืือ Human Herpes Virus type 3 (HHV-3) โรคชนิิดนี้้�

เป็็นโรคติดิต่่อผ่่านทางการหายใจ ไอ จาม การสัมัผัสัผู้้�ป่่วยหรืือใช้้ของร่่วมกันั ผู้้�วิจิัยั

ได้้พัฒันาตััวแบบทางคณิติศาสตร์เ์พื่่�ออธิิบายการแพร่่เช้ื้�อโรคอีีสุกุอีใีสโดยพิิจารณา

ระยะฟัักตัวของโรคและการฉีีดวััคซีีนในระยะเวลาที่่�แตกต่่างกััน ผู้้�วิิจััยได้้หาจุุด

สมดุุลด้้วยเงื่่�อนไขที่่�ทำให้้เกิิดความเสถีียรภาพของจุุดสมดุุลภายใต้้สภาวะไร้้โรค

และสภาวะเรื้้�อรัังแล้้วนำมาแสดงในรููปแบบค่่าสืืบพัันธ์์ขั้้�นพื้้�นฐาน หลัังจากนั้้�นได้้

วิิเคราะห์์ถึึงความเสถีียรภาพภายใต้้สภาวะไร้้โรคและสภาวะเรื้้�อรัังผลลััพธ์์ที่่�

สอดคล้้องเงื่่�อนไขของเร้้าเฮอร์์วิิท (Routh – Hurwitz) ผลของการวิิเคราะห์์เชิิง

ตััวเลขพบว่่าค่่าพารามิิเตอร์์ a, α, และ จะทำให้้ค่่าสืืบพัันธ์์ขั้้�นพ้ื้�นฐาน (Basic 

Reproduction Number : ) อยู่่�ในสภาวะไร้้โรคเมื่่�อ และอยู่่�ในสภาวะเรื้้�อรัังเมื่่�อ 

ของการแพร่่ระบาดโรค
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Abstract
The chickenpox is a contagious disease caused by the varicella zoster virus (VZV), also known as human 

herpes virus type 3 (HHV-3), and is called "chickenpox." This type of disease is contagious and transmitted through 

respiratory droplets, coughing, sneezing, direct contact with an infected person, or sharing contaminated items. 

Researchers have developed a mathematical model to describe the transmission of chickenpox, considering 

the disease's incubation period and vaccination at different time intervals. The researchers identified equilibrium 

points and the conditions that lead to their stability under disease-free and endemic states. These findings 

were then presented in the form of the basic reproduction number (Basic Reproduction Number : ). The stability 

analysis was then performed under disease-free and epidemic conditions, and the results were consistent with 

the Routh-Hurwitz criterion. Numerical analysis revealed that t he parameters , and determine whether the 

basic reproduction value () will remain in the disease-free state when or in the epidemic state when .

บทนำ
โรคอีีสุุกอีีใสเป็็นโรคแพร่่ระบาดได้้ง่่าย เกิิดขึ้้�นได้้ทุุกเพศ

ทุุกวัยส่่วนใหญ่่จะเกิิดในวััยเด็็กมากกว่่าวััยผู้้�ใหญ่่ มีีการแพร่่

ระบาดได้้ทั้้�งปีีแต่่มัักพบการแพร่่ระบาดมากสุุดในช่่วงฤดููฝน

หรืือช่่วงฤดูหูนาว เนื่่�องจากอากาศหนาวจะทำให้้ไวรัสัอยู่่�ได้้ดีขีึ้้�น

แล้้วทำให้้พบโรคนี้้�มากขึ้้�นด้้วย การติิดต่่อของโรคจะผ่่าน

ทางการหายใจ ไอ จาม การสััมผััสผู้้�ป่่วยหรืือใช้้ของร่่วมกััน 

อาการ ไม่่รุนุแรง เช่่น มีไีข้้เล็ก็น้้อย รู้้�สึกึไม่่สบายตััว และมีีผื่่�นแดง 

จนต่่อมาเปลี่่�ยนเป็็นตุ่่�มน้้ำใส ๆ มีีระยะในการฟัักตััวประมาณ 

10-21 วััน หลัังจากมีการสััมผััสผู้้�ป่่วยที่่�เป็็นโรคอีีสุุกอีีใสใน

ระยะของการแพร่่ระบาดของเช้ื้�อ ด้้วยระยะของการแพร่่เช้ื้�อจะ

เกิดิขึ้้�นตั้้�งแต่่ 48 ชั่่�วโมงก่่อนการมีีผื่่�นขึ้้�นตามร่่างกาย จนถึึงผื่่�น

แห้้งตกสะเก็็ดทั้้�งหมด ลัักษณะของตุ่่�มน้้ำจะอยู่่�เดี่่�ยว ๆ และมีี

รอยบุ๋๋�มตรงกลางต่่างจากตุ่่�มไข้้ทรพิิษซึ่่�งลัักษณะตุ่่�มจะอยู่่�รวม

เป็็นกลุ่่�มและไม่่มีรอยบุ๋๋�มตรงกลาง ปกติจะพบตุ่่�มมีีหลายขนาด 

(ขนาด 2 - 3 มิลิลิเิมตร) ทั้้�งชนิดินูนูแดง (Papule) ตุ่่�มใส (Vesicle) 

และตกสะเก็็ด (Scab) อยู่่�ในช่่วงเวลาเดีียวกัันทั่่�วร่่างกาย พบที่่�

บริิเวณลำตััวได้้มากกว่่า แขน ขา และใบหน้้า กรณีีมีีอาการเล็็ก

น้้อยหรืือติิดเชื้้�อแต่่ไม่่แสดงอาการ ทำให้้บางครั้้�งอาจสัังเกต

ไม่่พบผื่่�นหรืือตุ่่�มน้้ำได้้ แม้้ว่่าโรคอีสีุกุอีใส อาการของโรคจะมีอียู่่� 

2 ลัักษณะ คืือ เด็็กจะมีีไข้้ต่่ำ อ่่อนเพลีีย ปวดศรีีษะ เบื่่�ออาหาร 

ส่่วนวััยผู้้�ใหญ่่จะมีีไข้้สููง มีีอาการปวดเมื่่�อยตามเนื้้�อตััวคล้้ายกัับ

ไข้้หวัดั และอาการอีกีอย่่างคืือ มีผีื่่�นขึ้้�นพร้้อมกับัเริ่่�มมีีไข้้ ในระยะ

แรกจะเป็็นผื่่�นสีแีดงจนกลายเป็็นตุ่่�มน้้ำใส ๆ และคันั หลังัจากนั้้�น

ประมาณอีกี 2 – 3 วันั ก็จ็ะตกสะเก็ด็ จะเกิดิอาการเจ็บ็คอที่่�เกิดิ

ตุ่่�มภายในปาก ระยะเวลาของโรคจากเริ่่�มมีีตุ่่�มและตกสะเก็็ดมีี

ระยะเวลาประมาณ 6 – 7 วััน ถ้้าผู้้�ป่่วยดัังกล่่าวมีอาการ

แทรกซ้้อนด้้วยการติิดเชื้้�อแบคทีีเรีีย จะทำให้้ผื่่�นและตุ่่�มใส ๆ 

กลายเป็น็หนองและแผลเป็น็เกิิดจากตุ่่�มตามมา ผู้้�ป่ว่ยบางรายที่่�

ติดิเชื้้�อดังักล่่าวอาจจะเข้้าสู่่�กระแสเลืือด ส่่งผลต่่อภาวะโลหิิตเป็น็

พิิษและปอดบวมได้้ การรัักษาของโรคดัังกล่่าวจะรัักษาตาม

อาการของโรคถ้้าไม่่มีีอาการแทรกซ้้อน ควรพัักผ่่อน และดื่่�มน้้ำ

มาก ๆ ถ้้ามีีไข้้สููงให้้รัับประทานพาราเซตามอลเพื่่�อลดอาการไข้้

ไม่่ควรรับัประทานแอสไพรินิเพราะอาจจะทำให้้อาการทางสมอง

และตัับได้้(1-4) 

โรคอีีสุุกอีีใสในประเทศไทยมีีการระบาดเป็็นระยะๆ โดย

พบได้้ในช่่วงอายุุ 5-9 ปีีมากที่่�สุุด รองลงมาคืือในช่่วงอายุุ 0-4 ปีี 

จากผลการสำรวจตั้้�งแต่่ปี ีพ.ศ. 2011 - พ.ศ.2020 พบว่่ามีผีู้้�ป่ว่ย

มากที่่�สุุดในปีี พ.ศ. 2014 ตามภาพ (Figure)1(1-3)

Figure 1 Number of patients in Thailand(1-2)

ในปีี ค.ศ. 2024 Tawakalt A. Ayoola และคณะผู้้�วิิจััย(4) 

ได้้ตรวจสอบผลการฉีีดวัคัซีนีในการแพร่่ระบาดของโรคอีสุีุกอีใีส 

โดยวิิเคราะห์์หาความเสถีียรภาพของจุุดสมดุุลในสภาวะ

ปราศจากโรคและจุุดสมดุุลสภาวะเร้ื้�อรัังจากตัวแบบทาง

คณิติศาสตร์ดั์ังกล่่าว พบว่่าอััตราการฉีดีวััคซีนีมีผีลต่่อการระบาด

ของโรคอีีสุุกอีีใสและปััจจััยที่่�มีีอิิทธิิพลต่่อค่่าการสืืบพัันธ์์ขั้้�นพ้ื้�น

ฐาน ซึ่่�งคำนวณโดยใช้้วิิธีีเมทริิกซ์์รุ่่�นต่่อไปและการพยากรณ์์โดย

ใช้้วิิธีี Laplace Adomian Decomposition และพิิจารณาผลก

ระทบของการฉีดีวััคซีีนการควบคุุมแนวโน้้มการแพร่่ระบาดของ

โรคอีีสุุกอีีใส(2-4)
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ในปีี ค.ศ. 2019 Sania Qureshi และคณะผู้้�วิิจััย(5) ได้้

ศึกึษาตััวแบบเชิิงคณิติศาสตร์ข์องระบบสมการเชิงิอนุุพันัธ์์ไม่่เชิิง

เส้้นประกอบด้้วยตััวแปรและพารามิิเตอร์์ทั้้�งหมด โดยนำทฤษฎีี

จุุดคงที่่�ใช้้ในการศึึกษาในการพิิสููจน์์ถึึงการเกิิดโรคระบาดและ

การป้อ้งกันัของโรค ทั้้�งนี้้�ผู้้�วิจิัยัได้้เก็บ็ข้้อมูลูเป็น็เวลา 25 สัปัดาห์์ 

พบว่่าตััวแบบประกอบด้้วย คืือ Mittag-Leffler Non-Singular 

และ Non-Local Kernel ซึ่่�งปััจจััยที่่�มีผีลทำให้้มีการแพร่่ระบาด

ของโรคตามตััวแบบดัังกล่่าว 

ในปีี ค.ศ. 2018 รััตติิยา ซัังชาสิิทธิ์์�และพัันธนีี พงศ์์

สััมพัันธ์์(6) ได้้ศึึกษาตััวแบบเชิิงคณิิตศาสตร์์ของโรคไข้้หวััดใหญ่่ 

เพื่่�ออธิิบายการแพร่่ระบาดของไข้้หวััดใหญ่่โดยพิิจารณาระยะ

การฟัักตััวที่่�แตกต่่างกัันซึ่่�งมีีการตรวจสอบความเสถีียรภาพของ

จุดุสมดุลุคืือจุดุสมดุลุสภาวะปลอดโรคและสภาวะเรื้้�อรังั ค่่าการ

สืืบพัันธ์์ขั้้�นพื้้�นฐาน การวิิเคราะห์์เชิิงตััวเลขแสดงผลลััพธ์์ของตััว

แบบ พบว่่าอััตราการเกิิดเชื้้�อไข้้หวััด N1H1 และอััตราการเสี่่�ยง

กลับัมาเป็น็โรคไข้้หวััดใหญ่่อีกีครั้้�งจะส่่งผลต่่อการระบาดของโรค

ไข้้หวััดใหญ่่ได้้นำวิิธีีวิิเคราะห์์ในการหาจุุดเสถีียรภาพของจุุด

สมดุุลในสภาวะไร้้โรคและในสภาวะเร้ื้�อรัังในการพิจารณาของ

ค่่าพารามิิเตอร์์ของโรคดัังกล่่าวด้้วย 

จากการศึึกษาและงานวิิจััยที่่�เกี่่�ยวข้้องของตััวแบบเชิิง

คณิิตศาสตร์์ทำให้้ทราบถึึงความสำคััญของการแพร่่ระบาดของ

โรคอีีสุุกอีใสภายหลัังจากการได้้รับวััคซีีน ซึ่่�งบทความวิิจััยดััง

กล่่าวนี้้�จะมีีการพััฒนาตััวแบบเชิิงคณิิตศาสตร์์ของ Sania 

Qureshi และคณะผู้้�วิิจััย(5) และรััตติิยา ซัังชาสิิทธิ์์�และพัันธนีี 

พงศ์์สััมพัันธ์์(6) โดยสร้้างตััวแบบเชิิงคณิิตศาสตร์์จากการแบ่่ง

กลุ่่�มประชากรออกเป็น็ 4 กลุ่่�มคืือประชากรที่่�เสี่่�ยงต่่อการติดิเชื้้�อ 

(S) ประชากรที่่�ติิดเชื้้�อแต่่ยัังไม่่แพร่่เชื้้�อประชากรติิดเชื้้�อ (E) 

ประชากรที่่�ติดิเช้ื้�อ (I) และประชากรที่่�มีภีูมูิคิุ้้�มกันั (R) ในบทความ

วิิจััยนี้้�จะพิิสููจน์์ทฤษฎีีบทของตััวแบบทางคณิิตศาสตร์์ หาจุุด

สมดุุลในสภาวะไร้้โรคและในสภาวะระบาดเร้ื้�อรัังเพื่่�อหาค่่าสืืบ

พัันธ์์พื้้�นฐานด้้วยวิิธีีรุ่่�นถััดไป (Next generation matrix) หลััง

จากนั้้�นหาความเสถียีรภาพเฉพาะที่่�เชิงิเส้้นกำกับัที่่�สภาวะไร้้โรค

และสภาวะเรื้้�อรัังด้้วยเงื่่�อนไขรููทเฮอร์์วิิท (Routh – Hurwitz) 

และหาผลเชิิงตััวเลขเพื่่�อสนัับสนุุนผลเชิิงทฤษฎีดี้้วยรููปแบบของ

กราฟในการจำลองของแต่่ละกรณีี อีีกทั้้�งข้้อมููลที่่�ได้้วิิเคราะห์์ดััง

กล่่าวจะบ่่งบอกแนวทางควบคุุม ป้้องกัันโรคให้้ลดลงหรืือโรค

สงบลง(6-7) 

วััตถุุประสงค์์การวิิจััย

ในงานวิิจััยนี้้�ได้้สร้้างตััวแบบทางคณิิตศาสตร์์ของการแพร่่

ระบาดของโรคอีีสุุกอีใสหลัังจากได้้รับวััคซีีน เพื่่�อการวิิเคราะห์์

พารามิิเตอร์์ของตััวแบบด้้วยการคำนวณค่่าพารามิิเตร์์แต่่ละตััว

ในค่่าสืืบพัันธ์์พื้้�นฐานว่่าพารามิิเตอร์์ใดมีีผลต่่อการลดการแพร่่

ระบาดของโรคมากที่่�สุุดในกรณีที่่� และทำให้้ทราบว่่าในการ

ระบาดของโรคต้้องควบคุุมพารามิิเตอร์ใ์ดที่่�มีผีลต่่อค่่า ลดลง เพื่่�อ

เป็็นแนวทางในการควบคุุมการแพร่่ระบาดของโรคดัังกล่่าว

วิิธีีการวิิจััย
ตััวแบบเชิิงคณิิตศาสตร์์ในการวิิจััย จากการศึึกษาตััวแบบ

เชิิงคณิิตศาสตร์์เกี่่�ยวกับโรคระบาดและงานวิิจััยที่่�เกี่่�ยวข้้อง ผู้้�

วิิจััยได้้พััฒนาตััวแบบเชิิงคณิิตศาสตร์์คืือ SEIR (Susceptible - 

Exposed- Infectious - Recovered) ซึ่่�งแบ่่งประชากรออกเป็็น 

4 กลุ่่�ม คืือ กลุ่่�ม Susceptible (S) เป็็นกลุ่่�มประชากรที่่�เสี่่�ยงต่่อ

การติดิเชื้้�อ กลุ่่�ม Exposed (E) เป็็นกลุ่่�มประชากรที่่�ติดิเชื้้�อแต่่ยังั

ไม่่แพร่่เช้ื้�อ กลุ่่�ม Infectious (I) เป็็นกลุ่่�มประชากรที่่�ติดิเชื้้�อและ

กลุ่่�ม Recovered (R) เป็็นกลุ่่�มประชากรที่่�มีภูีูมิคิุ้้�มกันั โดยที่่� N 

เป็็นจำนวนประชากรทั้้�งหมด ทั้้�งนี้้�กลุ่่�มประชากรและกลุ่่�ม

ตััวอย่่างนำข้้อมููลมาจากสำนัักระบาดวิิทยา กระทรวง

สาธารณสุขุ(1) (Figure) 2 

Figure 2 Diagram for mathematical modeling

จากภาพ (Figure) 2 จะได้้ระบบสมการเชิิงอนุุพันัธ์์สามััญ

ไม่่เชิงิเส้้นต่่อไปนี้้�

	 (1)

เมื่่�อ � เป็็นอััตราการเกิิดใหม่่ของประชากรมนุุษย์, 𝒂 เป็็น

อัตัราการเกิดิจากไวรัสัวาริเิซลลาซอลเตอร์์ (Varicella Zoster 

Virus – VZV), 𝛂 (Alpha) เป็็นอััตราการสััมผััสเชื้้�อ,φ (Psi) 

เป็็นอััตราการฟัักตัวของเช้ื้�อ 𝜰 (Lambda) เป็็นอััตราการมี

ภููมิิคุ้้�มกััน, β (Beta) เป็็นอัตัราการตายโดยธรรมชาติ,ิ N เป็็น

จำนวนประชากรของมนุุษย์และ 𝝆 (Phi) เป็็นอััตราการฟื้้�นไข้้

หลัังจากภููมิิคุ้้�มกัันลดลงของการเกิิดโรค 𝑞 อััตราการได้้รัับ

วััคซีีนป้้องกัันโรคไข้้หวััดใหญ่่ โดยกำหนดให้้จำนวนประชากรคงที่่� 

ซึ่่�งมีีความสััมพันัธ์์ของตััวแปร คืือ 𝑁 = 𝑆 + 𝐸 + 𝐼 + 𝑅 
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เมื่่�อกำหนดให้้ 𝑆 = 𝑆 /𝑁, 𝐸 = 𝐸/ 𝑁, และ สามารถจัด

ระบบสมการ (1) ใหม่่ได้้ ดังันี้้�

	  (2)

และ 𝑅 สามารถหาได้้จากเงื่่�อนไข 𝑆 + 𝐸 + 𝐼 + 𝑅 = 1 

จะได้้ 𝑅 = 1 − (𝑆 + 𝐸 + 𝐼 ) จากนั้้�นตรวจสอบความ

เสถีียรภาพของระบบสมการ (2) และกำหนดค่่าพารามิิเตอร์์

เพื่่�อดููแนวโน้้มของจำนวนผู้้�ติิดเช้ื้�อและเพื่่�อควบคุุมการป้องกััน 

การแพร่่ระบาดของโรคอีีสุกุอีใีส

การหาขอบเขตของจุุดสมดุุล (Invariant Region)

ทฤษฎีบีท 1 การหาขอบเขตของตััวแบบเชิิงคณิติศาสตร์์

จากเงื่่�อนไขเริ่่�มต้้นของระบบสมการ(1) จะได้้ว่่า 𝑆 > 0 , 𝐸 > 0 
, 𝐼 > 0 และ 𝑅 > 0 ทำให้้ได้้ขอบเขตที่่�มีคี่่าคงที่่�ที่่�อยูใูนรูปูแบบ

ดังันี้้�

	

บทพิสิูจูน์ โดยพิจิารณาจากประชากรที่่�มีคี่่าคงที่่� เมื่่�อ 𝑁 
= 𝑆 (𝑡)+ 𝐸 (𝑡)+ 𝐼 (𝑡)+ 𝑅 (𝑡) จากระบบสมการ (1)

พิจิารณา

	 (3)

จากทฤษฎีีการหาปริพัันธ์์ จะได้้

ตัวัประกอบของการหาปริพิันัธ์์ในการแก้้สมการเชิงิเส้้น คืือ 

นำตััวประกอบการหาปริิพัันธ์์ คููณตลอดทั้้�ง

สมการ (9)

	  จะได้้

และเนื่่�องจากสมการฝั่่�งซ้้ายมืือจะเท่่ากัับ  
จะได้้ว่่า

ทำการแยกตัวัประกอบสมการข้้างต้้นจะได้้

𝑑 [𝑃 (𝑡) 𝑁 (𝑡)]≤ ( 𝑒 ω𝑡) ω𝑑𝑡

ทำการหาปริพิันัธ์์ทั้้�งสองข้้างของสมการ จะได้้
∫ 𝑑[𝑃(𝑡)𝑁(𝑡)] ≤ ∫(𝑒ω𝑡) ω𝑑𝑡"

โดยที่่� เป็็นค่่าคงตัวัใด ๆ จะได้้ว่่า
𝑃(𝑡)𝑁(𝑡) ≤ 𝑒ω𝑡 + 𝑐

ดังันั้้�น

𝑃(𝑡)𝑁(𝑡) ≤ 𝑒ω𝑡 + 𝑐 หรืือ
 

เพราะฉะนั้้�น ผลเฉลยของสมการโดยทั่่�วไปของสมการ

เชิงิเส้้นในระบบสมการนี้้�คืือ 
𝑁 (𝑡)≤ 1 + 𝑐𝑒−ω𝑡

เนื่่�องจาก 𝑁(𝑡) = 𝑁(0) ที่่� 𝑡 = 0 จะได้้ว่่า

𝑁(𝑡) ≤ 1 + 𝑐1𝑒−ω𝑡

𝑁(0) ≤ 1 + 𝑐1𝑒−ω𝑡

	𝑐 ≤   𝑁(0) − 1

ดังันั้้�น จะได้้ผลเฉลยของระบบสมการ (3) คืือ
𝑁(𝑡) ≤ 1 + (𝑁(0) − 1)𝑒ω𝑡

นอกจากนี้้�จะเห็น็ได้้ว่่า 𝑁(𝑡)→ 1 เมื่่�อ 𝑡 →∞, 𝑒−ω𝑡 → 0 
ดัังนั้้�นเซตของผลเฉลยที่่�มีีความเป็็นไปได้้ทั้้�งหมดของระบบ

สมการ (1) จะอยู่่�ในขอบเขตดัังนี้้�

ϑ = {𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)ϵ 𝑅+
4 : 𝑁≤1}

การหาจุดุสมดุลุของระบบสมการ

พิิจารณาหาจุุดสมดุุลของสมการโดยให้้ระบบสมการ (2) 

เท่่ากับัศูนูย์์จะได้้จุดุสมดุลุสองจุดุ ดังัทฤษฎีีบทต่่อไปนี้้� ทฤษฎีบีท 

2 จากระบบสมการ (2) จะได้้จุดสมดุุล 2 จุดุ คืือ

1) จุดุสมดุุลในสภาวะไร้้โรค (Disease Free Equilibrium 

Point) 

2) จุุดสมดุุลในสภาวะเรื้้�อรััง (Endemic Equilibrium 

point)

(β+γ)(β+φ) ,𝐸1 = (𝑆 *, 𝐸 *, 𝐼 *) =
𝑞𝑎αφ(

𝑞𝑎βφα[(β+γ)(β+∅)+(β+γ+∅)φ
(β+γ)(β+∅)[−β(β+γ)(β+φ)+𝑞φ𝑎αω] ,

 (β−∅)(−β(β+γ)(β+φ))+𝑞𝑎αφω )
𝑞𝑎αβ((β+γ)(β−∅)+(β+γ+∅)φ) )

บทพิสิูจูน์ หาจุดุสมดุุลของสมการ (2) ได้้จาก
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 (β−∅)(−β(β+γ)(β+φ))+𝑞𝑎αφω )
𝑞𝑎αβ((β+γ)(β−∅)+(β+γ+∅)φ) )

ค่่าสืบืพันัธ์์ขั้้�นพื้้�นฐาน (Basic Reproduction Number: 𝑅0)

ค่่าสืืบพันัธ์์ขั้้�นพื้้�นฐาน (Basic Reproduction Number: 𝑅0) 

คืือ ค่่าที่่�ใช้้บอกจำนวนคน 1 คน จะแพร่่เช้ื้�อต่่อให้้กับคนอื่่�น ๆ 

เฉลี่่�ยกี่่�คน ถ้้า 𝑅0 < 1 แสดงว่่า จำนวนผู้้�ป่่วยติดิเชื้้�อลดลง และ

โรคจะหมดไปในที่่�สุุด แต่่ถ้้า 𝑅0 > 1 แสดงว่่า จำนวนผู้้�ป่่วยจะ

เพิ่่�มขึ้้�นและเกิดิการแพร่่ระบาด มีวีิธิีกีารหาค่่าสืืบพันัธ์ข์ั้้�นพื้้�นฐาน 

(Basic Reproduction Number: 𝑅0) ด้้วยวิธีิีรุ่่�นถัดัไป (Next 

Generation Method)(7) ในการหาค่่าสืืบพัันธ์์ขั้้�นพื้้�นฐานจาก

สมการ 𝑅0  = ρ(𝐹 𝑉−1) โดยการจัดัให้้อยู่่�ในรููปสมการดังนี้้� (6-9) 

เมื่่�อ 𝐹 คืือเมทริิกซ์ของกลุ่่�มประชากรผู้้�ป่่วยที่่�ติิดเชื้้�อใหม่่

และ คืือเมทริิกซ์ของกลุ่่�มประชากรผู้้�ป่่วยที่่�เปลี่่�ยนสถานะจาก

กลุ่่�มหนึ่่�งไปอีกกลุ่่�มหนึ่่�ง พบว่่า
𝑋 = (𝑆 𝐸 𝐼), 𝐹(𝑋) = (0 𝑞𝑎α𝑆 𝐼 0), 𝑉(𝑋) = (− ω𝑁 
− ∅𝑅 + 𝑞𝑎α𝑆 𝐼 + β𝑆 β𝐸 + φ𝐸 − φ𝐸 + β𝐼 + γ𝐼 )

หาจาโคเบียีนเมทริิกซ์ของ และ ตามลำดับั

𝐹 = [0 0 0 𝑞𝑎α𝐼 0 𝑞𝑎α𝑆 0 0 0 ] และ 
𝑉 = [𝑞𝑎α𝐼 + β 0 𝑞𝑎α𝑆 0 β + φ 0 0 − φ β + γ]

พิจิารณาจุดุสมดุุลภายใต้้สภาวะไร้้โรคที่่�จุดุ 

 จะได้้

 และ 

ผลคูณูของ  จะได้้

 

Spectral Radius ของ  เขียีนแทนด้้วย 

ดังันั้้�น Spectral Radius คืือ
 

การวิเิคราะห์์ความเสถียีรภาพ (Stability Analysis)

เมื่่�อนำจุุดสมดุุลในสภาวะไร้้โรค (𝐸0) และจุุดสมดุุลใน

สภาวะเร้ื้�อรััง (𝐸1) มาวิิเคราะห์์ความเสถีียรภาพ(10-12) จะได้้

ทฤษฎีีบท ดังัต่่อไปนี้้� 

ω𝑁 + ∅𝑅 − 𝑞𝑎α 𝑆𝐼 − β𝑆 = 0 	 (3)

𝑞𝑎α 𝑆𝐼 − β𝐸 − φ𝐸 = 0	 (4)

φ𝐸 − β𝐼 − γ𝐼 = 0	 (5)

จากสมการ (3) จะได้้
− 𝑞𝑎α𝑆𝐼 − β𝑆 =  − ω𝑁 − ∅𝑅

จากสมการ (4) จะได้้

− β𝐸 − φ𝐸 =− 𝑞𝑎α 𝑆𝐼

จากสมการ (5) จะได้้

นั้้�นคืือ

จากกรณีที่่� 1 เมื่่�อ 𝐼 = 0 จะได้้ 𝑆 = ω และ 𝐼 = 0

ดังันั้้�น จุดุสมดุลุในสภาวะไร้้โรค

กรณีทีี่่� 2 : 

จากสมการ (3) ;

ω𝑁 + ∅ 𝑅  − 𝑞𝑎α 𝑆 𝐼  − β𝑆  = 0

จะได้้

	    

จากสมการ (4);
𝑞𝑎α𝑆 𝐼 − β𝐸 − φ𝐸 = 0

จะได้้

      

ดังันั้้�น จุดุสมดุลุในสภาวะเรื้้�อรังั 

(β+γ)(β+φ) ,𝐸1 = (𝑆 *, 𝐸 *, 𝐼 *) =
𝑞𝑎αφ(

𝑞𝑎βφα[(β+γ)(β+∅)+(β+γ+∅)φ
(β+γ)(β+∅)[−β(β+γ)(β+φ)+𝑞φ𝑎αω] ,

β
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ทฤษฎีบีท 3 

1) ถ้้า 𝑅0 < 1 แล้้ว จุดุสมดุลุในสภาวะไร้้โรค (𝐸0) จะ

เป็็นจุดุเสถียีรภาพเฉพาะที่่�เชิงิเส้้นกำกับั (Locally Asymptotic 

Stable Point)

2) ถ้้า 𝑅0 > 1 แล้้ว จุดุสมดุลุในสภาวะเรื้้�อรังั (𝐸1) จะ

เป็็นจุดุเสถียีรภาพเฉพาะที่่�เชิงิเส้้นกำกับั (Locally Asymptotic 

Stable Point)

บทพิสิูจูน์ , , 

จะได้้เมทริกิซ์จาโคเบีียน (Jacobian Matrix) ของ คืือ

𝑓 = ω + ∅( 𝑆 + 𝐸 + 𝐼 ) − 𝑆(𝑞𝑎α𝐼 − β), 𝑓 = 
𝑞𝑎α𝐼𝑆 − 𝐸(β − φ), 𝑓 = φ𝐸 − 𝐼(β − γ)

กรณีทีี่่� 1 จุุดสมดุลุในสภาวะไร้้โรค 

ค่่าลักัษณะเฉพาะของ 𝐽 (𝐹𝐸0
) จาก 𝑑𝑒𝑡(𝐽(𝐹𝐸0

)− λ𝐼)= 
0 จะได้้

จุดุสมดุุลในสภาวะไร้้โรค 𝐸0 = (𝑆, 𝐸, 𝐼) สมการลักัษณะ

เฉพาะ คืือ λ3 + 𝑎1 λ2 + 𝑎2λ3+ 𝑎3 = 0
เมื่่�อ 𝑎1 = 3β + γ − ∅ + φ, 𝑎2 = 3β2 + 2βγ − γ∅ 

− 𝑎𝑞αφ + 2βφ + γφ − ∅φ, 𝑎3 = (β − ∅)[− 𝑎𝑞αφ 
+ (β + γ) (β + φ )]

ถ้้า 𝑅0 < 1 แล้้วค่่าลัักษณะเฉพาะของ  𝐽(𝐹𝐸0
) ทั้้�งหมด

จะมีคี่่าน้้อยกว่่า 1

ดังันั้้�นจุดุสมดุลุในสภาวะไร้้โรค (𝐸0) จะเป็็นจุดุเสถียีรภาพ

เฉพาะที่่�เชิงิเส้้นกำกับั (Locally Asymptotic Stable Point) 

เมื่่�อ 𝑅0 < 1 จะได้้ว่่าจุุดสมดุุลในสภาวะไร้้โรคจะพิิจารณาค่่า 

𝑎1 > 0 , 𝑎3 > 0 และ 𝑎1𝑎2 − 𝑎3 > 0 ซึ่่�งสอดคล้้องกับัเงื่่�อนไข 

Routh-Hurwitz(9-12) แสดงดังัภาพ (Figure) 3

Figure 3	The parameters for the equilibrium point in a disease-free state that correspond to the conditions 

Routh –Hurwitz(9-12)

กรณีทีี่่� 2 จุุดสมดุุลในสภาวะเรื้้�อรังั

ค่่าลักัษณะเฉพาะของ 𝐽(𝐹𝐸0
) จาก 𝑑𝑒𝑡(𝐽(𝐹𝐸1

)− λ𝐼)= 0 จะได้้

จุดุสมดุลุในสภาวะเรื้้�อรังั 𝐸0 = (𝑆, 𝐸, 𝐼) สมการลักัษณะเฉพาะ คืือ λ3 + 𝑎1λ2 + 𝑎2λ + 𝑎3 = 0
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ถ้้า 𝑅0 < 1 แล้้วค่่าลักัษณะเฉพาะของ 𝐽(𝐹𝐸0
) ทั้้�งหมดจะมีีค่่ามากกว่่า 1

ดัังนั้้�นจุุดสมดุุลในสภาวะเรื้้�อรััง จะเป็็นจุุดเสถีียรภาพ

เฉพาะที่่�เชิงิเส้้นกำกับั (Locally Asymptotic Stable Point) เมื่่�อ 

จะได้้ว่่าจุุดสมดุลุในสภาวะเรื้้�อรังัจะพิจิารณาค่่า และ ซึ่่�งสอดคล้้อง

กัับเงื่่�อนไข Routh-Hurwitz(9-12) แสดงดัังภาพ (Figure) 4

Figure 4	 The parameters for the equilibrium point in a endemic state that correspond to the conditions Routh 

–Hurwitz(9-12)

ผลการวิเิคราะห์์สำหรัับงานวิจิัยั

ในงานวิิจััยนี้้�ผู้้�วิิจััยได้้ทำการวิิเคราะห์์เชิิงตััวเลขที่่�ได้้จาก

การศึกึษาและสำรวจข้้อมูลูที่่�เกี่่�ยวกับการแพร่่ระบาดโรคอีสุีุกอีใีส

ตามตาราง (Table) 1(2-3)

Table 1	The value parameters related to the spread 

of chickenpox

Biological 
Meaning

Parameters
Value  

Parameters

Total  
Population 

𝑁 100 − 70,000

Birth Rate of 
Population 

ω 1/(365 * 77.5)*

Infection Rate α 0.001 − 0.5*

Incubation Rate φ 1/15*

Death Rate β 1/(365 * 77.5)*

Immunity Rate γ 0.000071*

Biological 
Meaning

Parameters
Value  

Parameters

Influenza 
Vaccination Rate 

𝑞 0.001 − 0.1*

Varicella Salter 
Virus Incidence 
Rate 

𝑎 0.001 − 0.7*

Recovery Rate 
After Immunity 
Decreases in the 
Occurrence of 
the Disease

∅ 0.001 − 0.9*

Note: Units per day

Table 1	The value parameters related to the spread 

of chickenpox (continue)
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Figure 5	The graph showing the proportion of susceptible population to the disease, exposed population to the 

disease and infectious population to the disease in the disease-free state from (Figure) 5. We can see 

that the solutions equation approach to the disease free equilibrium state
 

when .

  

Figure 6	The graph showing the proportion of susceptible population to the disease, exposed population to the 

disease and infectious population to the disease in the endemic state from (Figure) 6. We can see that the 

solutions equation approach to the endemic equilibrium state 𝐸1 = (𝑆*, 𝐸*, 𝐼*) = (0.793457, 0.00227915, 

0.203855) when 𝑅0 = 1 .6031(∝= 0.29, 𝑞 = 0.069 and 𝑎 = 0.4697)

  
Figure 7	 The graph showing the proportion of susceptible population to the disease, exposed population to 

the disease and infectious population to the disease in the endemic state from (Figure) 7. The solutions 

equation approch to the endemic equilibrium state onto (S, E), (S, I) and (E, I).

อภิปรายผล
จากการศึึกษาตััวแบบเชิิงคณิิตศาสตร์์ในครั้้�งนี้้�ผู้้�วิิจััยได้้นำ

งานวิจิัยัของ Ayoola Tawakalt A. และคณะผู้้�วิจิัยั(4), Qureshi S. 

และคณะผู้้�วิจิัยั(5) และรัตัติยิา ซังัชาสิทิธิ์์� และพันัธนี ีพงศ์์สัมัพันัธ์์(6) 

เป็็นต้้น จนพััฒนาตััวแบบเชิิงคณิิตศาสตร์์ในระบบสมการเชิงิอนุุพันัธ์์

ไม่่เชิิงเส้้นมากำหนดตััวแบบเชิิงคณิติศาสตร์์สำหรัับการแพร่่ระบาด

ของโรคอีีสุุกอีใสภายหลัังจากการได้้รับวััคซีีนไข้้หวััดใหญ่่ด้้วย

ตััวแบบเชิิงคณิิตศาสตร์์คืือ SEIR (Susceptible- Exposed- 

Infectious - Recovered) ซึ่่�งประกอบด้้วยประชากร 4 กลุ่่�ม 

คืือ ประชากรที่่�เสี่่�ยงต่่อการติดเชื้้�อ (S) ประชากรที่่�ติดิเชื้้�อแต่่ยังั

ไม่่แพร่่เชื้้�อ (E) ประชากรที่่�ติดิเชื้้�อ (I) และประชากรที่่�มีภีูมูิคิุ้้�มกันั (R) 

โดยกำหนดให้้ประชากรมีขนาดคงที่่� 
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จากการศึกษาของตััวแบบเชิิงคณิิตศาสตร์์ได้้พิิจารณาจุุด

สมดุลุในสภาวะไร้้โรค (𝐸0) และจุุดสมดุลุในสภาวะเรื้้�อรังั (𝐸1) 

และมีีค่่าสืืบพัันขั้้�นพื้้�นฐาน  พบว่่าที่่�จุุด

สมดุุลในสภาวะไร้้โรคผลเฉลยเชิิงตััวเลขจะลู่่�เข้้าสู่่�จุุดสมดุุล 

 เมื่่�อ 𝑅0 = 0.965 ซึ่่�งสอดคล้้องกัับ

เงื่่�อนไข Routh-Hurwitz เมื่่�อ 𝑅0 < 1 แล้้วทำให้้จุดุสมดุลุใน

สภาวะไร้้โรคเกิิดความเสถีียรภาพเฉพาะที่่�เชิิงเส้้นกำกัับ และ

จุดสมดุุลในสภาวะเร้ื้�อรัังผลเฉลยเชิิงตััวเลขจะลู่่�เข้้าสู่่�จุุดสมดุุล 
𝐸1 = (𝑆*, 𝐸*, 𝐼*)= 0.793457 , 0.00227915, 0.203855) 
เมื่่�อ 𝑅0 = 12.6031 ซึ่่�งสอดคล้้องกัับเงื่่�อนไข Routh-Hurwitz 

เมื่่�อ 𝑅0 > 1 แล้้วทำให้้จุดสมดุุลในสภาวะเร้ื้�อรัังเกิิดความ

เสถียีรภาพเฉพาะที่่�เชิงิเส้้นกำกัับ 

จากผลการศึกษาพบว่่าค่่าสืืบพันัธ์์ขั้้�นพ้ื้�นฐาน 𝑅0 เพิ่่�มขึ้้�น

จะทำให้้การลู่่�เข้้าของกราฟเร็ว็ขึ้้�นด้้วยการพิจิารณาค่่าพารามิเิตอร์์ 

𝑎 (อััตราการเกิิดจากไวรััสวาริิเซลลาซอลเตอร์์) α (อััตราการ

สััมผััสเชื้้�อ) ∅ (อััตราการฟื้�นไข้้หลัังจากภููมิิคุ้้�มกัันลดลงของการ

เกิดิได้้) และ 𝑞 (อัตัราการได้้รับวััคซีีนป้้องกัันโรคไข้้หวััดใหญ่่) จะ

ทำให้้ค่่าสืืบพันัธ์์ขั้้�นพื้้�นฐาน (𝑅0) อยู่่�ในสภาวะไร้้โรคเมื่่�อ 𝑅0 < 1 

และอยู่่�ในสภาวะเรื้้�อรังัเมื่่�อ 𝑅0 > 1 และตััวแบบดังักล่่าวจะเกิดิ

จุดุสมดุุลที่่�มีคีวามเสถียีรภาพในสภาวะไร้้โรคและในสภาวะเร้ื้�อรััง 

และยังัมีผีลต่่อสัดัส่่วนของประชากรในแต่่ละกลุ่่�มด้้วย จะเห็น็ได้้

ว่่าพารามิิเตอร์์ดัังกล่่าวจะสามารถพยากรณ์จำนวนประชากรที่่�

ติดิเช้ื้�อและแพร่่ระบาดของเช้ื้�อได้้ในอนาคต ซึ่่�งจะเป็็นประโยชน์์

ในการเฝ้้าระวัังของการแพร่่ระบาดของโรคและโอกาสของการ

แพร่่ระบาดของโรคดังักล่่าวในอนาคตข้้างหน้้าด้้วย จากผลการ

วิิเคราะห์์พารามิิเตอร์์ดัังกล่่าวสามารถนำผลการวิิเคราะห์์นี้้�ไปสู่่�

การวางแผนและเตรีียมการป้องกัันและควบคุุมโรคเพื่่�อลดจำนวน

ผู้้�ป่่วยที่่�ติดิเชื้้�อโรคอีีสุกุอีใีสและโรคอื่่�นๆ ในอนาคตได้้อีกีด้้วย 

สรุปุผลการวิจิัยั

ผู้้�วิิจััยได้้พััฒนาตััวแบบทางคณิิตศาสตร์์ด้้วยระบบสมการ

เชิงิอนุพุันัธ์์ไม่่เชิงิเส้้นคืือ ตัวัแบบ SEIR มีผีลการวิเิคราะห์์ผลเฉลย

เชิิงตััวเลข เกิิดขึ้้�นสองจุุดคืือจุุดสมดุุลในสภาวะไร้้โรคตามค่่า

พารามิิเตอร์์ในตาราง (Table)1 ได้้ผลตามภาพ (Figure) 5 และ

จุดุสมดุลุในสภาวะเรื้้�อรังัตามค่่าพารามิิเตอร์์ในตาราง (Table)1 

ตามภาพ (Figure) 6 และตามภาพ (Figure) 7 และทำให้้ทราบ

ว่่ามีีปััจจััยบางปััจจััยที่่�ทำให้้เกิิดการเปลี่่�ยนแปลงต่่อการระบาด

ของโรค ด้้วยสถานการณ์ปััจจุุบัันการแพร่่ระบาดของโรคอื่่�นๆ 

ด้้วย จึงึต้้องสร้้างตััวแบบทางคณิติศาสตร์์ประเภทอื่่�นๆ ที่่�มีคีวาม

ละเอียีดมากขึ้้�นหรืือนำตัวัแบบทางคณิติศาสตร์์ดัังกล่่าวไปใช้้กับ

การระบาดของโรคอื่่�นๆ ได้้ จากการศึกษาแล้้วพััฒนาตััวแบบ

ดัังกล่่าวประชากรต้้องได้้รัับการฉีีดวััคซีีนเพื่่�อป้้งกัันการแพร่่

ระบาดของโรคและจะเป็็นแนวทางในการควบคุุมในการป้องกันั

โรคสำหรับัผู้้�สััมผััสของเชื้้�อดังักล่่าว
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