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บทคัดย่อ 
การวิจัยครั้งนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อพัฒนาและวิเคราะห์เสถียรภาพของ ผลของการฉีดวัคซีนที่มีผลต่อการป้องกันโรคปอด

อักเสบภายใต้ตัวแบบทางคณิตศาสตร์ โดยใช้วิธีการวิเคราะห์ตามวิธีมาตรฐาน ศึกษาจุดสมดุลศึกษาเสถียรภาพของจุดสมดุล หา
ค าตอบเชิงวิเคราะห์ โดยศึกษาผลการฉีดวัคซีนส าหรับตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์และหาค าตอบเชิงตัวเลข ผลวิจัยพบว่าจุดสมดุลที่ไม่มี
โรคและจุดสมดุลที่มีโรค เป็น Local Asymptotically Stable (                                                         
                                                                         และมีค่าระดับการติดเช้ือเป็น 
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ค าส าคัญ: ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์  โรคปอดอักเสบ  การฉีดวัคซีนป้องกัน 
 

Abstract 
 The objective of this research is to develop and analyze the stability Effect of vaccination on pneumonia 
prevention under mathematical model Case studies in Phuket. Which analyzed the model using standard 
analytical methods. Study the equilibrium point study the stability of the equilibrium point. Analytical Answers 
By studying the vaccination rates in a mathematical model and finding numerical answers. The results showed 
that the disease-free equilibrium and the disease-associated equilibrium were Local Asymptotically Stable 
(Nonlinear infection rate by analyzing conditions performed Let the equilibrium point free of pathogens and the 
equilibrium point infected stabilize locally directed) and the infection level was 
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 and the 

vaccination rates was a factor affecting the mathematical model. If a population at risk of infection has a large 
number of vaccinations, this will reduce the spread of the disease.      
 
Keywords: mathematical model,  pneumonia,  prevention vaccination 
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วัตถุประสงค์ของการวิจัย 
 1.                                                                                                
               
 2.                                                                                                       
ในจัวัดภูเก็ต 
 
วิธีด าเนินการวิจัย 
 การศึกษาวิจัยในครั้งนี้  ผู้วิจัยได้ศึกษาผลการฉีดวัคซีนส าหรับตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการป้องกันโรคปอดอักเสบ  
ที่สอดคล้องกับกลุ่มประชากรและลักษณะของการเกิดโรค ซึ่งมีวิธีการวิจัย 2 ข้ันตอนดังนี้ 
 1.  การพัฒนาตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ ผู้วิจัยได้แบ่งประชากรออกเป็น 4 กลุ่ม คือ กลุ่มคนที่เสี่ยงต่อการติดเช้ือ กลุ่มคนที่
ติดเชื้อแต่ไม่แสดงอาการ กลุ่มคนที่ติดเช้ือแสดงอาการ และกลุ่มคนที่หายจากโรค ผู้วิจัยได้ก าหนดตัวแปรดังนี้ S(t) จ านวนคนที่เสี่ยง
ต่อการติดเช้ือ ณ เวลา t ใดๆ, E(t) จ านวนคนท่ีติดเชื้อแต่ไม่แสดงอาการ ณ เวลา t ใดๆ, I(t) จ านวนคนที่ติดเช้ือ ณ เวลา t ใดๆ, R(t) 
จ านวนคนท่ีหายจากโรค ณ เวลา t ใดๆ โดย S(t)>0, E(t)>0, I(t)>0 และ R(t)>0 เนื่องจากจ านวนประชากรมีค่าคงท่ีไม่ขึ้นกับเวลา คือ  
N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + R(t) ซึ่งเป็นค่าคงที ่
 2.  การวิเคราะห์ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ การวิเคราะห์ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์เป็นการวิเคราะห์ตามวิธีการมาตรฐาน
(Standart method)                                                                                                
                                Next Generations Method หาค าตอบเชิงวิเคราะห์และหาค าตอบเชิงตัวเลข โดยวิธี Numerical 
Analysis ดังวิธีการต่อไปนี้ 
  2.1 การวิเคราะห์ตามวิธีมาตรฐาน 
   การวิเคราะห์ตามวิธีมาตรฐานเป็นการศึกษาจุดสมดุล ค่าระดับการติดเช้ือ และเสถียรภาพของระบบ ดังนี้ 
            2.1.1  การหาขอบเขตของค่าคงที่ เป็นการหาขอบเขตของค่าคงที่และช่วงค าตอบของตัวแปรต่างๆโดยการใช้
เทคนิคการอินทิเกรตช่วยในการแสดงหาค าตอบ S(t), E(t), I(t) และ R(t) ซึ่งมีขอบเขตของค่าคงท่ี อยู่ในจ านวนจริงบวก 
   2.1.2 จุดสมดุล การหาจุดสมดุลด าเนินการโดยจัดสมการเชิงอนุพันธ์ไม่เชิงเส้นของตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ให้

เท่ากับศูนย์ คือ dS dE dI dR
0, 0, 0, 0

dt dt dt dt
     จะได้ค่าจุดสมดุลที่ไม่มีเช้ือโรค (Disease Free Equilibrium Point: 

0E ) ใน

กรณีที่ไม่มีการติดเช้ือโรค โดยก าหนดให้ 
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และจะได้ค่าจุดสมดุลเกิดการแพร่ระบาด

ของเช้ือโรค (Disease Free Equilibrium Point: E1)                                             I ≠ 0 จะได้  1
* * * *E S ,E ,I ,R  

   2.1.3  การหาค่าระดับการติดเช้ือ (R0) ค่าระดับการติดเช้ือเป็นค่าเฉลี่ยที่ผู้ป่วยหนึ่งคนสามารถท าให้คนกลุ่มเสี่ยง
ป่วยเป็นจ านวนกี่คนในช่วงเวลาที่เขายังป่วยอยู่ โดยใช้วิธี Next Generation Method โดยจัดการสมการเชิงอนุพันธ์ไม่เชิงเส้นในรูป 
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ที่เปลี่ยนสถานะจากกลุ่มหนึ่งไปอีกกลุ่มหนึ่ง ได้จากอนุพันธ์ย่อย ดังน้ี 
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 โดยพิจารณา 
0

R  ดังนี ้

    1. R 1
0
  แสดงว่า โรคมีการระบาดเพิ่มขึ้น (Epidemic) 

    2. R 1
0
  แสดงว่า โรคเริ่มเสถียร (Endemic) 

    3. R 1
0
  แสดงว่า โรคไม่มีการแพร่ระบาด  

  2.2 การวิเคราะห์เสถียรภาพ เป็นการหาค่าลักษณะเฉพาะ (Eigen Value) เพื่ออธิบายค าตอบของสมการเกี่ยวกับค่า
ความสมดุลส าหรับการตรวจสอบว่าเป็น Local Asymptotically Stable    2             
   2.2.1 Local Asymptotically Stable   จุด

0E ของจุดสมดุลที่ไม่มีโรค โดยการตรวจสอบค่าลักษณะเฉพาะ
ของจาโคเบียนเมตริกซ์ ณ สภาวะที่ไม่มีโรค  0E  ซึ่งจะได้สมการลักษณะเฉพาะจาก

0
det(J I) 0    ซึ่ง

0J  คือ จาโคเบียนเมตริกซ์ 
ณ จุด 

0E และ I      เมตริกซ์เอกลักษณ์ โดยมีข้อก าหนดว่า   ทุกค่าส่วนจริงจะเป็นลบซึ่งจะสอดคล้องตามเง่ือนไขของ Routh-
Hurwitz ซึ่งจะส่งผลให้ค่า 

0R 1  
   2.2.2 Local Asymptotically Stable   จุด

1E ของจุดสมดุลที่มีโรค โดยการตรวจสอบค่าลักษณะเฉพาะของ
จาโคเบียนเมตริกซ์ ณ สภาวะที่มีการแพร่ระบาดของโรค  1E ซึ่งจะได้สมการลักษณะเฉพาะจาก

1
det(J I) 0   ซึ่ง

1J คือ จาโค
เบียนเมตริกซ์ ณ จุด

1E และ I     เมตริกซ์เอกลักษณ์ โดยมีข้อก าหนดว่า  ทุกค่าส่วนจริงจะเป็นลบซึ่งจะสอดคล้องตามเง่ือนไขของ 
Routh-Hurwitz ซึ่งจะส่งผลให้ค่า

0R 1   
  2.3  การวิเคราะห์เชิงตัวเลข การวิเคราะห์เชิงตัวเลขเป็นการพิจารณาหาค่าพารามิเตอร์ที่เหมาะสมที่ท าให้จุดสมดุลที่ไม่
มีโรค (Disease Free Equilibrium Point: 

0E ) และจุดสมดุลที่เกิดการแพร่ระบาดของโรค (Endemic Equilibrium Point: 
1E ) ที่

ท าให้ระบบสมการเชิงอนุพันธ์ไม่เชิงเส้นเป็น Local Asymptotically Stable เพื่อน าค่าพารามิเตอร์ไปค านวณหาค าตอบเชิงตัวเลข
โดยจ าลองแบบด้วยโปรแกรม Matlap (สุกัลยา ศรีสุริฉัน, 2559) 
 
ผลการวิจัย 
 ตอนที่ 1 ผลการพัฒนาผลการฉีดวัคซีนส าหรับตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการป้องกันโรคปอดอักเสบ 
 จากตัวแปรข้างต้นผู้วิจัยได้สร้างแผนภาพผลการฉีดวัคซีนส าหรับตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการป้องกันโรคปอดอักเสบ 

 
ภาพที่ 1 แผนภาพความสัมพันธ์และองค์ประกอบผลของการฉีดวัคซีนส าหรับตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการป้องกันโรคปอดอักเสบ 
  
 จากภาพท่ี 1 สามารถเปลี่ยนตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์เป็นระบบสมการเชิงอนุพันธ์แบบไม่เชิงเส้น 
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 โดยมีเง่ือนไขประชากรมนุษย์จ านวนคงที่ N S E I R    เมื่อก าหนดสัญลักษณ์พารามิเตอร์ ได้แก่  เป็นอัตราการเกิด, 
 เป็นอัตราการเสียชีวิต,   เป็นอัตราการสัมผัสเชื้อ,  เป็นอัตราการฟักตัว,  เป็นอัตราการหายจากโรค,  เป็นอัตราการฉีดวัคซีน 
และ N  เป็นจ านวนประชากรทั้งหมด เนื่องจากค่าอนุพันธ์ของค่าคงท่ีจะมีค่าเป็นศูนย์ และค่าจ านวนของประชากรแต่ละกลุ่มจะ มีค่า 
ไม่เกิน N โดยด าเนินการดังนี้ 
 1.  การวิเคราะห์ตามแบบมาตรฐาน 
  จาก Rate of change = Rate inflow-Rate outflow จะได้ 

   F X N SI S S SI E E E I I S I R                 

  ดังนั้น dN

dt
N S E I R       

  เมื่อ   S N, E 0, I 0, R 0     

  จะได้       
dN

0 0 0
dt

N N       

    dN

dt
N N    

     
dN

dt
N  

  แสดงว่า N เป็นค่าคงท่ี เมื่อ     

  1.1 กาหาจุดสมดุล โดยจัดสมการอนุพันธ์แบบไม่เ ชิงเส้นของตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ให้เท่ากับศูนย์จะได้ 
dS dE dI dR

0, 0, 0, 0
dt dt dt dt

     ดังนี ้

   N SI S S 0      
   SI S S N      
   SI S S N      
    IS N     

   จะได้ N*
S

*I



 

                           (5) 

    
*NI ( )*

E
*I

 


 
                                             (6) 

    N( )( )*
I

   



                                (7) 

    S I*
R

 



                                                    (8) 

 
   1.1.1  การหาจุดสมดุลที่ไม่มีโรค (E0) จากสมการ (1), (2), (3) และ (4)                             (Disease Free 
Equilibrium Point: 

0E )                                        I=0, S=N และ R=0, 
  0 0

N N
E (S, E, I, R) E , 0, 0,

 
 

  
 

เสถียรของระบบ (stability of Systems) ที่จุด E0 โดยด าเนินการหาสมการลักษณะเฉพาะ 
0

det(J I) 0   เพื่อหาค่า   เมื่อ   
เป็นค่าลักษณะเฉพาะ (Eigen Values ) และ I  เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์ขนาด 4 x 4 

        0

0 S 0

0 S 0
J

0 0

0

   

   


   

  

 
 
 
 
  
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0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 S 0

0 S 0
J I

0 0

0

 
 

 
 
 

  

  

   
   

   

  

 
 
 
 
  

 

                  0J I

0 S 0

S 0
det

0 0

0

I


    

     


     

    

 
 
 
 
  

 

                                                                       

                            2 22            

            2 20 2            
 

            จะได้ 
1    

      
2    

      
   2 2

3

2 2 4

2

     

   

             และ 
   2 2

4

2 2 4

2

     

    

 
   1.1.2  การหาจุดสมดุลเกิดการแพร่ระบาดของเช้ือ    (E1) จากสมการ (1), (2), (3) และ (4)                    
เกิดการแพร่ระบาดของเช้ือ    (Endemic Equilibrium Point :

1E )       ที่มีการแพร่ระบาดของเช้ือ                 I 0

และ S N  ซึ่งได้จาก  
 

    
1

* *NI NN S I* * * *E S ,E ,I ,R , , ,
** II

 
 
 
 
 

       
 

   

ดังนั้น สมการลักษณะ

เฉพาะที่จุด  1
* * * *E S ,E ,I ,R  โดยให้ 

1
det(J I) 0    เพื่อหาค่า   เมื่อ   เป็นค่าลักษณะเฉพาะ (Eigen Values) และ I

เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์ขนาด 4 x 4 ดังนี ้
        

     1

* *
I 0 S 0

* *
I S 0J
0 0

0

     

    
   

  

 
 
 
 
 
 

 

    1

0 0 0

0 0 0
I

0 0 0

0 0 0

* *
I 0 S 0

* *
I S 0J
0 0

0

 
 

   
 
 

  

     

    
   

  

 
 
 
 
 
 

 

               1

* *
I 0 S 0

* *
I S 0J I
0 0

0

       

        
     

    

 
 
 
 
 
 
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            1

* *I 0 S

* *det J I I S

0

 
 
 
 
 
 
 

  

    

 

 

                         * * * * *
I S I S I                               

   
 

 
  1.2  การหาค่าระดับการติดเช้ือ (R0) เป็นการหารัศมีที่โดดเด่นของการแพร่ระบาดของโรค โดยใช้วิธีการ Next 

Generation Method โดยจะได้สมการ (1) - (4) จะได้เมทริกซ์ในรูป X
F(X) V(X)

t


 


เพื่อหาค่า spectral radius  1P FV  

ซึ่ง  F X และ  V X  ได้จากอนุพันธ์ย่อย ดังน้ี 

    i 0

i

S

V EE
X , F

I X

R

 
 
 
 
 
 
 


 



 
 
 

และ  i 0

i

V E
V

X






 
 
 

 

   เมื่อ  F X คือเมทริกซ์ของผู้ป่วยท่ีเพิ่มขึ้น และ  V X คือเมทริกซ์ของผู้ป่วยท่ีเปลี่ยนสถานะจากกลุม่หนึ่งไปอีกกลุม่
หนึ่งโดยพิจารณาค่าระดับการติดเช้ือ  0R  โดยพิจารณา ดังนี้ 

      

S 0 N SI S S

E SI E E
X , F X , V X

I 0 E I I

R 0 S I R

      

   
  

    

    

     
     
     
     
          

 

   จะได้        0 0

0 0 0 0 N
0 0

N
0 0 0

F E , V E 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


  

   

      

   

  

   
   
   
   
   
      

  

   ดังนั้น 

 
 

        

  

           

 

   

2 2

1
0

2 2

1 N N
0

0 0 0 0
1

0 0 0N
0 0 0

FV E
1

0 00 0 0 0

0 0 0 0
NN 1



 

                 


  

   


        

    
 

                               

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

    
 
  

 

   ะได้                  1
0

0 0 0 0

N N
0 0

FV E

0 0 0 0

0 0 0 0



  

               

 
 
 
 
 
 
 

 

 

  จาก                    1
0 4FV E I

0 0 0

N N
0 0

det

0 0 0

0 0 0

   



  
 

               





 
 
 
 
 
 
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  ก าหนด         1
0 4FV E Idet 0   

  

  จะได้                
   

N
0

 
 
 
 

 
    

  
 

  โดย            
1 2 3

0, 0, 0      และ 
   4

N 
 
 
 

 
 

  
 

  ดังนั้น            
   

1
0

N
FV E

 
 
 
 

 
 

  
 

  จะได้ค่าระดับการติดเช้ือ คือ 
   0

N
R

 
 
 
 

 


  
 

 
 ตอนที่ 2 ผลการวิเคราะห์เชิงตัวเลขผลของการฉีดวัคซีนส าหรับตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการป้องกันโรคปอดอักเสบ 
กรณีศึกษาในจังหวัดภูเก็ต 
 การวิจัยในครั้งน้ีผู้วิจัยได้วิเคราะห์เชิงตัวเลข โดยน าค่าพารามิเตอร์ที่ได้มาจากหน่วยงานกระทรวงสาธารณสุข จังหวัดภูเก็ต 
ในปี พ.ศ 2563 เกี่ยวกับผลการฉีดวัคซีนป้องกันโรคปอดอักเสบ ซึ่งมีค่าต่างๆ ดังนี้ 
 
ตารางที่ 1 ค่าพารามิเตอร์ที่ได้จากการส ารวจข้อมูลเกี่ยวกับการฉีดวัคซีนป้องกันโรคปอดอักเสบ 

ข้อความ สัญลักษณ ์ ค่าพารามิเตอร ์ หน่วย 
อัตราการเกิดของประชากร   5

4.18111 10


  คนต่อวัน 
อัตราการเสียชีวิตของประชากร   5

1.69608 10


  คนต่อวัน 
อัตราการฉีดวัคซีน   0 1  คนต่อวัน 
อัตราการสัมผัสเชื้อ   5

4.2264 10


  คนต่อวัน 
อัตราการฟักตัวของเชื้อ   3

8.21918 10


  คนต่อวัน 
อัตราการหายจากโรค   5

2.53033 10


  คนต่อวัน 
จ านวนประชากรมนุษย์ทั้งหมด N  417, 402  คน 

*ส านักงานสาธารณสุขจังหวัดภูเก็ต* 
 
                                                                                                       
                       Routh-hurwitz                           

0E N,0,0,0                           
0E        Local 

Asymptotically (Fred Brauer, Pauline den Driessche and Jianhong Wu(Eds.) 2008)                               
                                                                                            Routh-hurwitz 
                            1

* * * *S ,E ,I ,RE                         
1E        Local Asymptotically 
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    ภาพ    2                                                                                           
                                               (S)        t     จะค่อยๆ                                  า         
                                                                                                      
                                                                                                        
             ี                           

 
ภาพที่ 3                                                                  E         t       0.1,0.3,0.5,0.7,0.9               

                           
  
    ภาพ    3                            ป้องกันโรคปอดอักเสบ                                           
                                                                 E         t                            
                                                                                         

 
ภาพที่ 4                                                   I         t      0.1,0.3,0.5,0.7,0.9               

                          
   
 จากภาพที่ 4                                                                                                  
                               I)        t                        ซึ่งถ้าประชากรมีการฉีดวัคซีนป้องกันโรคปอดอักเสบเป็น
จ านวนมากขึ้น จะส่งผลให้จุดสูงสุดของกลุ่มติดเชื้อลดลงและการแพร่ระบาดของโรคจะลดลงด้วยเช่นกัน 
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ภาพที่ 5                                                 (R)        t      0.1,0.3,0.5,0.7,0.9                        

                  
  
    ภาพ    5                                                                                                     
                                                                                                                     
                                                
 
บทสรุป 
 การวิจัยครั้งนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อพัฒนาผลของการฉีดวัคซีนส าหรับตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการป้องกันโรคปอดอักเสบ 
และวิเคราะห์เสถียรภาพของผลของการฉีดวัคซีนส าหรับตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการป้องกันโรคปอดอักเสบ ตัวแบบเชิ ง
คณิตศาสตร์ ที่ใช้ในการวิจัยครั้งนี้ คือ ระบบสมการอนุพันธ์แบบไม่เชิงเส้น ซึ่งประกอบด้วย ประชากรที่เสี่ยงต่อการติดเชื้อ ประชากรที่
ติดเชื้อแต่ไม่แสดงอาการ ประชากรที่ติดเชื้อ และประชากรที่หายจากโรค ซึ่งผู้วิจัยเพิ่มค่าพารามิเตอร์    คือ อัตราการฉีดวัคซีนลง
ในตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ใช้วิธีการวิเคราะห์วิธีมาตรฐาน และวิเคราะห์เชิงตัวเลขส าหรับตรวจสอบการแพร่ระบาดของโรค 
 ผู้วิจัยได้พิจารณาจุดสมดุลที่ไม่มีโรคและจุดสมดุลที่เกิดการแพร่ระบาดของโรคโดยการวิเคราะห์จุดสมดุลและเสถียรภาพของ 
จุดสมดุลด้วยวิธีการวิเคราะห์วิธีมาตรฐานซึ่งค่าเสถียรภาพของระบบ Local Asymptotically Stable                    เงื่อนไขของ 
Routh-Hurwitz                             R0                                         Local Asymptotically Stability of 
Equilibrium Stable ที่มีเสถียรภาพในส่วนของจุดสมดุลที่ ไม่มีโรคและจุดสมดุลที่เกิดการแพร่ระบาดของโรค โดยที่ 

   0

N
R

 


        

                                  (R0)        R0 < 1                      สมดุลที่ไม่มีโรค จึงไม่เกิด

การแพร่ระบาดของโรค และค่า R0 > 1                      สมดุลที่มีการติดเช้ือจึงเกิดการแพร่ระบาดของโรคจากการวิเคราะห์เชิง
ตัวเลขพบว่าจุดสมดุลทั้งสองเป็น Local Asymptotically Stable 
 ดังนั้นสามารถน าผลจากการวิจัยตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ SEIR ส าหรับการควบคุมการแพร่ระบาดของโรคปอดอักเสบ โดย
การฉีดวัคซีนป้องกันโรค เพื่อลดจ านวนผู้ป่วยและใช้เป็นข้อมูลทางวิชาการให้กับหน่วยงานที่เฝ้าระวังของส านักงานระบาดวิทยา กรม
ควบคุมโรค กระทรวงสาธารณะสุข รวมทั้งน าเสนอข้อมูลต่อหน่วยงานด้านสาธารณะสุขด าเนินการมาตรการควบคุมและป้องกัน  
โรคปอดปอดอักเสบ โดยการฉีดวัคซีนป้องกันให้กับประชาชนท่ัวไปที่เสี่ยงต่อการติดเชื้อ 
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