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บทคัดย่อ 
บทความนี้น าเสนอการศึกษาและการหาแบบรูปทั่วไปในการหาตัวอย่างชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสที่

เริ่มจากจ านวนคี่บวกเพื่อแสดงความสัมพันธร์ะหว่างด้านทั้งสามของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากคือก าลังสองของความยาว
ของด้านตรงข้ามมุมฉากเท่ากับผลรวมของก าลังสองของความยาวของด้านประกอบมุมฉากท้ังสองด้าน โดยพิสูจน์
ตามหลักอุปนัยเชิงคณติศาสตร์ ไดแ้ก่ ขั้นที่ 1 พิสูจน์ว่า P(3) เป็นจรงิ และขั้นท่ี 2 พิสูจน์ว่าส าหรับจ านวนบวกคี่ใดๆ
ที่มากกว่า 1 ถ้า P(k) เป็นจริงแล้ว P(k+1) เป็นจริงรวมทั้งตรวจสอบความสัมพันธ์ของข้อความ P(n) 

จากการศึกษาพบว่า ความสัมพันธร์ะหว่างความยาวของด้านทั้งสามของรูปสามเหลีย่มมมุฉาก คือ 
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หรือ c=b+1 โดยที่ a, b คือ ความยาวด้านประกอบมมุฉาก และ c คือ 

ความยาวด้านตรงข้ามมุมฉาก จะได้ความสมัพันธ์ 
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โดยที่ n เป็นจ านวนคี่บวก 

และ n 1 จากการพิสูจน์ข้อความพบวา่ เมื่อก าหนดให้ n=3 จะได้ P(3) เป็นจริงเมื่อก าหนดให้ n=k จะได้ P(k) 
เป็นจริงและเมื่อก าหนดให้ n=k+1 จะได้ P(k+1) เป็นจริง  

 
ค าส าคัญ:   ทฤษฎีบทปีทาโกรัส, การพิสูจนต์ามหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์, จ านวนคี ่
 
Abstract 

This paper studied and looked for patterns of the numerical series as following 
Pythagorean Theorem with the odd positive numbers. It also studied therelationship between 
three sides of right triangle as the square of the hypotenuse length was equal to the sum of the 
legs length’s squares. The mathematical induction proof had two steps: 1)  to prove P(3)  is true 
2) to prove for odd positive numbers more than one, if P(k) is true then P(k+1) is true and 
including investigate relationship of statement P(n). 

Results showed the relationship between three sides of right triangle is a=n,  
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 or c=b+1, where a, b are length of legs right angle and c is the 
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length of the hypotenuse. Hence, the relationship
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 , n is odd 

positive numbers and n 1 Following the statement proof found, giving n=3 so P(3) is true when 
giving n=k so P(k) is true and giving n=k+1 then P(k+1) is true. 
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1. บทน า 
 การศึกษาคณติศาสตร์นั้นบางกรณีอาจจะพบแบบรูป หรือประโยคทางคณิตศาสตร์แล้วจะต้องท านายแบบ
รูปทั่วไป หรือข้อความคาดการณซ์ึ่งไม่สามารถทราบได้ว่ารูปแบบท่ีเราได้ก าหนดมาเป็นจริงหรือเท็จ หากตรวจสอบ
โดยการแทนค่าเข้าไปในข้อความคาดการณ์ทั้งหมดอาจท าไมไ่ด้เนื่องจากจ านวนที่จะแทนค่ามีมากจนนับไม่ถ้วน 
ดังนั้นกระบวนการใหเ้หตผุล (Reasoning process) จึงเป็นเครื่องมอืท่ีนักคณิตศาสตร์ใช้แสวงหาความรู้ใหม่ๆโดย
การน าเอาความจริงอย่างใดอย่างหนึ่งหรือหลายอย่างในระบบซึ่งเรยีกว่าเหตุหรือข้อตั้ง (Premises) มาวิเคราะห์
แจกแจงแสดงความสัมพันธ์เพื่อใหเ้กิดความจริงอันใหม่ขึ้นซึ่งเรียกว่าผลหรือผลสรุป (Conclusion) ดังนั้นผู้วิจัยจึง
ค้นหากระบวนการ วิธีการหรือสูตรทางคณิตศาสตร์โดยใช้การให้เหตุผลเชิงอุปนัย (Inductive Reasoning) เพื่อเป็น
การสรุปความรู้ใหม่หรือสรุปผลการค้นหาความจริงของข้อความคาดการณโ์ดยอาศยัข้อสังเกตหรือผลการทดลอง
หลายๆตัวอย่างจากกรณีย่อยๆแลว้สรุปเป็นความรู้แบบท่ัวไป (วิจิตรา อุปการนิติเกษตร, 2556)  
 การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ ถือว่าเป็นหัวใจส าคัญในการเรยีนรู้วิชาคณิตศาสตร์ เป็นการฝึกทักษะ
กระบวนการใหเ้หตผุลเชิงคณิตศาสตร์ โดยการน ากฎเกณฑเ์บื้องต้นในวิชาตรรกศาสตร์ มาประยุกต์ใช้ เพื่อเป็น
รากฐานส าหรับแขนงวิชาคณิตศาสตร์ขั้นสูงต่อไปจุดมุ่งหมายโดยรวมของการพิสูจน์เพื่อเป็นการยืนยนัหรือท าให้
แน่ใจว่า ผลสรุปเป็นจริง โดยมีการก าหนดเง่ือนไข หรือ สมมติฐานมาก่อนหน้าซึ่งจะใช้หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ใน
การตรวจสอบความสมเหตสุมผลของข้อความคาดการณ์ที่ก าหนด(วัชรพงษ์ อนรรฆเมธ,ี 2558) 
 ความสัมพันธ์ตามทฤษฎีบทพีทาโกรัสระหว่างด้านท้ังสามของรูปสามเหลีย่มมมุฉากคือก าลังสองของความ
ยาวของด้านตรงข้ามมมุฉากเท่ากบัผลรวมของก าลังสองของความยาวของด้านประกอบมุมฉากท้ังสองด้าน หรือ
ความสัมพันธ์ของพื้นทีรู่ปสีเ่หลีย่มจัตุรสัที่เกิดจากความยาวด้านของรูปสามเหลี่ยมมมุฉาก กล่าวไว้ดังนี้ใน
สามเหลี่ยมมุมฉากใด ๆ พื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมจัตรุัสทีม่ดี้านเป็นด้านตรงข้ามมมุฉากเท่ากับผลรวมพื้นทีข่องรูป
สี่เหลี่ยมจตัุรสัที่มีด้านเป็นด้านประกอบมุมฉากของรูปสามเหลี่ยมมมุฉากนั้นตามทฤษฎีบทดังกล่าวสามารถเขียนเป็น
สมการแสดงความสัมพันธ์ของความยาวของด้าน a, b และ c ได้ ซึง่เรียกว่า สมการปีทาโกรัสสามารถเขียนในรูป
สมการ 2 2 2c = a +b โดยที่ c เป็นความยาวด้านตรงข้ามมมุฉาก และ a และ b เป็นความยาวของด้านประกอบมุม
ฉาก ดังภาพท่ี 1 
 
 
 
 
 
 

2 2 2c = a +b  
ภาพที่ 1 ความสัมพันธ์ของความยาวด้านทั้งสามด้านของรูปสามเหลี่ยมมมุฉาก 
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 จากความสมัพันธ์ดังกล่าวสามารถเขียนชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสทีเ่ป็นจ านวนเต็มได้ดังนี้ (1) 
3,4,5 (2) 5,12,13(3) 7,24,25(4) 8,15,17(5) 9,40,41(6) 11,60,61(7)12,35,37 (8)20,21,29 เป็นต้น โดยจ านวน
สองจ านวนแรกจะเป็นความยาวของด้านประกอบมุมฉาก และจ านวนในล าดับที่สามจะเป็นความยาวดา้นตรงข้าม
มุมฉากของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ในทางกลับกันทฤษฎีบทปีทาโกรัสมีบทกลับซึ่งสามารถพิสูจน์ได้โดยก าหนด
สามเหลี่ยมABC มีด้านสามด้านที่มีความยาว a,b และ c และมีความสัมพันธ์ 2 2 2c = a +b แสดงว่ามุมระหว่าง a 
และ b จะเป็นมุมฉากรวมทั้งสามารถน าไปหาความสัมพันธ์ของรูปสามเหลี่ยมใด ๆ เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมแหลม,มุม
ฉาก หรือ มุมป้าน ได้ เมื่อก าหนดให้ c เป็นความยาวของด้านที่ยาวที่สุดในรูปสามเหลี่ยม ดังนี ้

 1. ถ้าความยาวด้านมีความส าพันธ์ 2 2 2a +b = c รูปสามเหลีย่มนั้นจะเป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
 2. ถ้าความยาวด้านมีความส าพันธ์ 2 2 2>a +b c รูปสามเหลีย่มนั้นจะเป็นรูปสามเหลี่ยมมุมแหลม 
 3. ถ้าความยาวด้านมีความส าพันธ์ 2 2 2<a +b c รูปสามเหลีย่มนั้นจะเป็นรูปสามเหลี่ยมมุมป้าน 

 การพิสูจน์โดยใช้หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (Mathematics induction) เป็นการพิสูจน์ข้อความที่
เกี่ยวกับจ านวนนับทีข่้อความอยู่ในรูป n N, P(n)   ซึ่งการพิสูจน์ข้อความในรูปแบบดังกล่าวต้องอาศัยวิธีการทาง
คณิตศาสตร์และหลักอุปนยัเชิงคณิตศาสตร ์(เกษมสันต์ รุทธิ์อมร, 2557) มีรายละเอียด ดังนี ้
 

   

 หลักอุปนัยเชิงคณติศาสตรเ์ปรียบเสมือนกับการน าเสามาตั้งเรียงกันเมื่อเสาต้นที่ 1 ล้มหรือเสาต้นใดตน้
หนึ่งล้มจะท าใหเ้สาต้นถัดไปล้มตามเสมอดังนั้นการเขียนพิสูจน์ตามหลักอุปนัยเชิงคณติศาสตรส์ าหรับข้อความ

n N, P(n)  จึงแบ่งขั้นตอนพิสูจน์ออกเป็นสองขั้นตอนดังน้ี 
 ขั้นที ่1 พิสูจน์ว่าP(1) เป็นจริง 
 ขั้นที ่2 พิสูจน์ว่าส าหรับจ านวนนบัใดๆถ้าP(k) เป็นจริงแล้วP(k+1) เป็นจริง 
 จากการค้นคว้าเพิม่เตมิเกี่ยวกับการสร้างชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสสามารถด าเนินการโดยการน า
ความยาวทั้งสามด้านของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากคณูค่าคงท่ีใดๆจะไดชุ้ดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสชุดใหม่ เช่น 
ชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัส 3, 4, 5 ถ้าคูณด้วย 2 ทุกจ านวน จะได้ชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสเป็น 
6,8,10 ถ้าคูณด้วย 3 ทุกจ านวน จะได้ชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสเป็น9, 12, 15 และถ้าคูณด้วย 4 ทุก
จ านวน จะได้ชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรสัเป็น 12, 16, 20 เป็นต้น ด้วยวิธีดังกล่าวสามารถสรา้งชุดจ านวน
ตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสได้จ านวนหลายชุด (พัฒน ีอุดมกะวานิช, 2556) 
 จากการสังเกตชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรสัได้แก(่1) 3,4,5 (2) 5,12,13 (3) 7,24,25 (4) 9,40,41 
(5) 11,60,61 เป็นต้น ผู้วิจัยได้ใช้กระบวนการการให้เหตุผลเชิงอุปนัยในการศึกษาหาความสัมพันธ์ซึง่ผู้วิจัยไดค้้นพบ
ความสัมพันธ์ของความยาวด้านทัง้สามของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากคือ เมื่อด้านของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากท่ีมีความยาว
น้อยสุดและเป็นจ านวนคี่ที่มากกวา่ 1เป็นด้านแรก  จะได้ดา้นประกอบมุมฉากด้านทีส่องโดยน าด้านทีม่ีความยาว
น้อยสุดหรือด้านแรกยกก าลังสองแล้วลบด้วยหนึ่งและหลังจากนั้นน าไปหารด้วยสอง และความยาวด้านตรงข้ามมมุ
ฉากสามารถหาได้โดยน าความยาวด้านท่ีสองบวกด้วยหนึ่งจากวิธีการดังกล่าวสามารถสร้างชุดจ านวนตามทฤษฎีบท
ปีทาโกรัสได้อีกมากมาย ดังนั้นผู้วจิัยจึงต้องการพิสูจน์วิธีการที่ค้นพบจึงด าเนินการวิจยัเรื่องการพสิูจน์ความสัมพันธ์
ตัวอย่างชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสที่เริ่มจากจ านวนคี่บวก 

หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (Principle of Mathematical Induction) 
ส าหรับแต่ละจ านวนนับ n และ P(n) เป็นประโยคเปดิที่ม ีn เป็นตัวแปร 
 ถ้า 1) P(1) เป็นจริง 
 และ 2) ส าหรับจ านวนนับ k ใดๆถ้า P(k) เป็นจริงแล้ว P(k +1) เป็นจริงแล้ว P(n) เป็น
จริงส าหรับจ านวนนับ n ใดๆ 
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2. วัตถุประสงค์ 
 1. เพื่อสร้างตัวอย่างชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรสัที่เริ่มจากจ านวนคี่บวก 
 2. เพื่อสร้างสูตรการค านวณตัวอยา่งชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสที่เริ่มจากจ านวนคี่บวก 
 3. เพื่อพิสูจน์ความสมัพันธ์ตัวอย่างชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรสัที่เริ่มจากจ านวนคี่บวก 
 โดยใช้วิธีการพิสูจนต์ามหลักอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์  
  
3. วิธีด าเนินการวิจัย 
 การพิสูจน์ความสมัพันธ์ตัวอย่างชุดจ านวนตามทฤษฎบีทปีทาโกรสัที่เริ่มจากจ านวนคี่บวกมีวิธีด าเนินการ
วิจัย ดังนี ้
 3.1 การให้เหตุผลเชิงอุปนัย 
 ผู้วิจัยด าเนินการสร้างสูตรทางคณติศาสตร์เพื่อหาความสมัพันธ์ของตัวอย่างชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทา
โกรัสที่เริ่มจากจ านวนคี่บวก ซึ่งผู้วจิัยใช้การให้เหตผุลเชิงอุปนัย (Inductive Reasoning) ในการหาข้อสรุปเป็น
ข้อความคาดการณ์โดยการสังเกตชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสได้แก ่(1) 3,4,5 (2) 5,12,13 (3) 7,24,25 (4) 
9,40,41 (5) 11,60,61 (6) 13, 84, 85  
 3.2 การพิสูจน์ตามหลักอุปนัยเชงิคณิตศาสตร์ 
 ก าหนดให้  P n เป็นประโยคเปิด ดังนี้  

 P n : 
2 2

2 2
2 n 1 n 1

n 1
2 2

    
     
   

โดยที่ n เป็นจ านวนคี่บวก และ n 1  

การเขียนข้อความพสิูจน์ตามหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ส าหรับข้อความ n N, P(n)   จึงแบ่งขั้นตอนพิสูจน์
ออกเป็นสองขั้นตอนดังน้ี 
 ขั้นที ่1  พิสูจน์ว่าP(3) เป็นจริง 
 ขั้นที ่2  พิสูจน์ว่าส าหรับจ านวนคี่ใดๆที่มากกว่า 1 ถ้า P(k) เป็นจริงแล้ว P(k+1) เป็นจริง 
  2.1 ส าหรับจ านวนคี่ใดๆ ที่มากกวา่ 1 ถ้า P(k) เป็นจริง 
  2.2 ส าหรับจ านวนคี่ใดๆ ที่มากกวา่ 1 แล้ว P(k+1) เป็นจริง 
 3.3 การตรวจสอบความสัมพันธ ์
 ผู้วิจัยตรวจความถูกต้องของข้อความคาดการณโ์ดยการตรวจสอบค าตอบโดยใช้ความสัมพันธ์ c2= a2+ b2 
ซึ่งผู้วิจัยได้สุม่เลือกชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัส (1) 13, 84 และ 85 (2)31, 480 และ 481 (3) 47, 1,104 
และ 1,105 เป็นต้น 
  
4. ผลการวิจัยและอภิปรายผล 
 

 4.1 การให้เหตุผลเชิงอุปนัย 
 จากทฤษฎีบทปีทาโกรสัสามารถเขียนเป็นสมการแสดงความสัมพันธ์ของความยาวของด้าน a, b และ c 
ได้ในรูปสมการ 2 2 2c = a +b โดยที่ c เป็นความยาวของด้านตรงข้ามมมุฉาก และ a และ b เป็นความยาวของด้าน
ประกอบมุมฉากของรูปสามเหลีย่มมุมฉาก ผู้วจิัยด าเนินการสร้างสตูรทางคณติศาสตรเ์พื่อหาความสมัพันธ์ตัวอย่าง
ชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสท่ีเริ่มจากจ านวนคี่บวกโดยใช้การให้เหตผุลเชิงอุปนัย (Inductive Reasoning) ใน
การสรุปความรู้ใหม่ จากการสังเกตและทดลองหลายๆตัวอย่างจากกรณีย่อยๆแล้วสรุปเป็นความรู้แบบท่ัวไปดัง
ตารางที ่1 ดังนี ้
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 ตารางที่ 1 ความสัมพันธ์ของความยาวด้านท้ังสามด้านของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก

 ด้านประกอบมุมฉาก ด้านตรงข้ามมุมฉาก 
a b c 
   

3 
23 1

4
2

 
 

 
 

23 1
1 4 1 5

2

 
    

 
 

5 
25 1

12
2

 
 

 
 

25 1
1 12 1 13

2

 
    

 
 

7 
27 1

24
2

 
 

 
 

27 1
1 24 1 25

2

 
    

 
 

9 
29 1

40
2

 
 

 
 

29 1
1 40 1 41

2

 
    

 
 

11 
211 1

60
2

 
 

 
 

211 1
1 60 1 61

2

 
    

 
 

13 
213 1

84
2

 
 

 
 

213 1
1 84 1 85

2

 
    

 
 

. . . 

. . . 

. . . 

n 
2n 1

2

 
 
   

2n 1
1

2

 
 

   
 
 จากตารางที่ 1 พบความสมัพันธ์จากสมการปีทาโกรสั 

2 2 2c = a +b โดยที่ c เป็นความยาวของด้านตรง
ข้ามมุมฉาก และ a และ b เป็นความยาวของด้านประกอบมุมฉากพบความสัมพันธ์ทั้งสามด้านของรปูสามเหลี่ยมมุม

ฉาก คือ ด้านประกอบมมุฉากทั้งสองด้าน ได้แก่ n  และ 
2n 1

2

 
 
 

ตามล าดับ โดยที ่ n เป็นจ านวนคี่บวก และ

n 1 และความยาวด้านตรงข้ามมมุฉาก คือ 
2n 1

1
2

 
 

 
หรือ b+1 ดังนั้นจะได้ความสมัพันธ์ดังนี้

2 2
2 2

2 n 1 n 1
n 1

2 2

    
     
   

โดยที ่ n เป็นจ านวนคี่บวก และ n 1  

 
 
 
 

-771-



 

การประชุมวิชาการระดับชาติ มหาวิทยาลัยราชภัฏภูเก็ต ครั้งที่ 9:2560 
“การบูรณาการงานวิจัยเพื่อพัฒนาชุมชนอย่างยั่งยืน” 

 

 
 

 
 4.2 การพิสูจน์ตามหลักอุปนัยเชงิคณิตศาสตร์ 
 

 ก าหนดให้  P n เป็นประโยคเปิด ดังนี้ 
2 2

2 2
2 n 1 n 1

n 1
2 2

    
     
   

โดยที่ n เป็นจ านวนคี่

บวก และ n 1  
 การพิสูจน์ตามหลักอุปนัยเชิงคณติศาสตร์ส าหรับข้อความ n N, P(n)  จึงแบ่งขั้นตอนพิสูจน์ออกเป็น
สองขั้นตอนดังน้ี 
 
ขั้นที ่1 พิสูจน์ว่าP(3) เป็นจริง 

 จากความสมัพันธ์  P n :
2 2

2 2
2 n 1 n 1

n 1
2 2

    
     
   

 

 ก าหนดให้ n=3   

 จะได้   
2 2

2 2
2 3 1 3 1

3 1
2 2

    
     
   

 

   

2 2
9 1 9 1

9 1
2 2

    
     
   

 

   

2 2
8 8

9 1
2 2

   
     
   

 

   
 

229 4 4 1  

 

   

29 16 5   

   
25 25

 
, P(3) เป็นจริง 

 

ดังนั้น จากความสมัพันธ์  P n :
2 2

2 2
2 n 1 n 1

n 1
2 2

    
     
   

 

 เมื่อ ก าหนดให้ n=3 จะได้ P(3) เป็นจริง   ……………………..(1) 
 
 
ขั้นที ่2 พิสูจน์ว่าส าหรับจ านวนคีใ่ดๆที่มากกว่า 1ถ้า P(k) เป็นจริงแล้ว P(k+1) เป็นจริง 
 
 2.1 ส าหรับจ านวนคีใ่ดๆที่มากกว่า 1 ถ้า P(k) เป็นจริง 

 จากความสมัพันธ์  P n :
2 2

2 2
2 n 1 n 1

n 1
2 2

    
     
   

 

ก าหนดให้ n=k 

จะได ้   
2 2

2 2
2 k 1 k 1

k 1
2 2
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2 22 2

2
k 1 k 1 2

k
4 2 2

  
   

 
 

   

 
2 222 2k 14k k 1 2

4 4 2

   
   

 
 

   

2
2 4 2 24k k 2k 1 k 1

4 4 2

   
   

 
 

   

 
2

22 4 2 k 14k k 2k 1

4 4

  
  

   

4 2 4 2k 2k 1 k 2k 1

4 4

   
  , P(k) เป็นจริง 

ดังนั้น จากความสมัพันธ์  P n :
2 2

2 2
2 n 1 n 1

n 1
2 2

    
     
   

 

 เมื่อ ก าหนดให้ n=k จะได้ P(k) เป็นจริง    ……………………..(2) 
 
 2.2 ส าหรับจ านวนคีใ่ดๆที่มากกว่า 1แล้ว P(k+1) เป็นจริง 

 จากความสมัพันธ์  P n :
2 2

2 2
2 n 1 n 1

n 1
2 2

    
     
   

 

ก าหนดให้ n=k+1   

จะได ้    
   

2 2
2 2

2 k 1 1 k 1 1
k 1 1

2 2

      
      
   
   

 

  
 

   
2 2

2 2

2
k 2k 1 1 k 2k 1 1

k 2k 1 1
2 2

        
       
   
   

 

  
 

2 2
2 2

2 k 2k k 2k
k 2k 1 1

2 2

    
       

   
 

  
 

2
4 3 2 2

2 k 4k 4k k 2k 2
k 2k 1

4 2 2

   
     

 
 

  
 

2
4 3 2 2

24 k 4k 4k k 2k 2
k 2k 1

4 4 2

    
     

 
 

  

 
2

22 4 3 2 k 2k 24k 8k 4 k 4k 4k

4 4 4

    
   

  

4 3 2 4 3 2 3 2 2k 4k 8k 8k 4 k 2k 2k 2k 4k 4k 2k 4k 4

4 4

           
  

  

4 3 2 4 3 2k 4k 8k 8k 4 k 4k 8k 8k 4

4 4

       
  , P(k+1) เป็นจริง 
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ดังนั้น จากความสมัพันธ์  P n :
2 2

2 2
2 n 1 n 1

n 1
2 2

    
     
   

 

 เมื่อ ก าหนดให้ n=k+1จะได้ P(k+1) เป็นจริง    ……………………..(3) 
 

สรุป จาก(1), (2) และ (3) เมื่อก าหนด  P n คือ
2 2

2 2
2 n 1 n 1

n 1
2 2

    
     
   

โดยที่ n เป็น

จ านวนคี่บวก และ n 1 จะได้ P(3) เป็นจริงและส าหรับจ านวนคีใ่ดๆที่มากกว่า 1 ถ้า P(k) เป็นจริงแล้ว P(k+1) 
เป็นจริง 
 
 4.3 การตรวจสอบความสัมพันธ ์
 
 จากภาพท่ี 1 ความสัมพันธ์ของความยาวด้านทั้งสามด้านของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก มีความสัมพันธ์ดังนี ้

a=n, b=
2n 1

2

 
 
 

, c=
2n 1

1
2

 
 

 
หรือ c=b+1โดยที่ a, b คือความยาวด้านประกอบมมุฉาก และ c คือ 

ความยาวด้านตรงข้ามมุมฉาก จะได้ความสมัพันธ์ 
2 2

2 2
2 n 1 n 1

n 1
2 2

    
     
   

โดยที่ n เป็นจ านวนค่ีบวก 

และ n 1  
  
ตารางที่ 2 ความสัมพันธ์ของความยาวด้านท้ังสามด้านของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากโดยใช้ตัวอย่างชุดจ านวนตาม
ทฤษฎีบทปีทาโกรัสที่เริ่มจากจ านวนคี่บวก 
 

ด้านประกอบมุมฉาก 
ด้านตรงข้ามมุมฉาก(c) 

ด้านแรก (a)ยาวน้อยสุด ด้านที่สอง (b) 

3 (32-1)/2=8/2=4 4+1=5 
5 (52-1)/2=24/2=12 12+1=13 
7 (72-1)/2=48/2=24 24+1=25 
9 (92-1)/2=80/2=40 40+1=41 

11 (112-1)/2=120/2=60 60+1=61 
13 (132-1)/2=168/2=84 4+1=85 
. . . 
. . . 
. . . 
n 2n 1

2

 
 
 

 
b+1 
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 ผู้วิจัยตรวจความถูกต้องของข้อความคาดการณโ์ดยการตรวจสอบค าตอบโดยใช้ความสัมพันธ์  
2 2 2c = a +b  ดังตัวอย่างต่อไปนี ้

 
 ตัวอย่างท่ี 1 ชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรสั 13, 84 และ 85 
 จะได ้ 852=132+842 

  7,225= 169+7,056 
  7,225= 7,225 

 ดังนั้น ชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัส 13, 84 และ 85 เป็นจริง 
 
 ตัวอย่างท่ี 2 ชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรสั31, 480 และ 481 
 จะได ้ 4812=312+4802 

  231,361= 961+230,400 
  231,361= 231,361 

 ดังนั้น ชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัส31, 480 และ 481 เป็นจริง 
 
 ตัวอย่างท่ี 3 ชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรสั47, 1,104 และ 1,105 
 จะได ้ 1,1052=472+1,1042 

  1,221,025= 2,209+1,218,861 
  1,221,025= 1,221,025 

 ดังนั้น ชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัส47, 1,104 และ 1,105 เป็นจริง 
 
 อภิปรายผล 

การศึกษาและการหาแบบรูปทั่วไปในการหาตัวอย่างชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสที่เริ่มจากจ านวนคี่
บวกเพื่อแสดงความสัมพันธ์ระหวา่งด้านทั้งสามของรูปสามเหลี่ยมมมุฉากโดยพสิูจน์ตามหลักอุปนัยเชงิคณิตศาสตร์
ได้แก่ ข้ันท่ี 1 พิสูจน์ว่า P(3) เป็นจริง และขั้นท่ี 2 พิสูจน์ว่าส าหรับจ านวนคี่ใดๆที่มากกว่า 1 ถ้า P(k) เป็นจริงแล้ว 
P(k+1) เป็นจริงรวมทั้งตรวจสอบความสัมพันธ์ของข้อความ P(n) 

จากการศึกษาพบความสัมพันธ์ คอื a=n, b=
2n 1

2

 
 
 

, c=
2n 1

1
2

 
 

 
หรือ c=b+1 จะได้

ความสัมพันธ์ 
2 2

2 2
2 n 1 n 1

n 1
2 2

    
     
   

หรือ  
2

2
22 n 1

n b 1
2

 
   
 

โดยที่ n เป็นจ านวนค่ีบวก 

และ n 1 ซึ่ง a, b คือ ความยาวด้านประกอบมุมฉาก และ c คือ ความยาวด้านตรงข้ามมุมฉาก  
จากการพิสูจน์ข้อความพบว่า เมื่อก าหนดให้ n=3 จะได้ P(3) เป็นจริงเมื่อก าหนดให้ n=k จะได้ P(k) เป็น

จริงและเมื่อก าหนดให้ n=k+1 จะได้ P(k+1) เป็นจริง ดังนั้นการน าความสัมพันธ์ 
2 2

2 2
2 n 1 n 1

n 1
2 2

    
     
   

หรือ  
2

2
22 n 1

n b 1
2

 
   
 

สามารถน าวิธีการนีไ้ปใช้สร้างตัวอย่าง

ชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสท่ีเริ่มจากจ านวนคี่บวก ซึ่งด าเนินการตามขั้นตอนดังน้ี  
1. เลือกจ านวนคี่บวกที่มากกว่า 1 โดยก าหนดใหเ้ป็นความยาวของด้านที่สั้นที่สดุของรูปสามเหลี่ยมมมุ

ฉาก 
 2. น าความยาวท่ีเลือกไว้ในข้อ 1 ไปยกก าลังสองแล้วลบด้วยหนึ่ง หลังจากนั้นให้หารด้วยสอง จากการ

ด าเนินการดังกล่าวจะไดค้วามยาวของด้านที่สองของรูปสามเหลี่ยมมมุฉาก 
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3. น าความยาวท่ีไดจ้ากข้อ 2 ไปบวกด้วยหนึ่ง จะได้ความยาวของดา้นตรงข้ามมมุฉากของรูปสามเหลีย่ม
มุมฉาก  
 ส าหรับวิธีการหาตัวอยา่งชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสที่เริ่มจากจ านวนคี่บวก เมื่อน าไปประยุกตใ์ช้
หาตัวอย่างชุดจ านวนปีทาโกรัสโดยจ านวนแรกจะต้องเป็นจ านวนคีบ่วก n โดยที่ n{3, 5, 7, 9, 11, 13, …} 
และน าไปใช้หาความยาวของด้านประกอบมุมฉาก และด้านตรงข้ามมุมฉากของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่มีความยาว
ด้านเป็นจ านวนเต็มเท่านั้น ได้แก่ (1) 3,4,5 (2) 5,12,13 (3) 7,24,25 (4) 9,40,41 (5) 11,60,61 (6) 13, 84, 85 
เป็นต้น  
 
5. ข้อเสนอแนะ 
 1. ส าหรับการน าตัวอย่างชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสที่เริ่มจากจ านวนคี่บวก ไปประยุกต์ใช้หาชุด
จ านวนปีทาโกรสัโดยจ านวนแรกจะต้องเป็นจ านวนคี่ตั้งแต่ 3 เป็นตน้ไป 
 2. ส าหรับการหาตัวอย่างชุดจ านวนตามทฤษฎีบทปีทาโกรัสที่เริ่มจากจ านวนคี่บวก ไม่สามารถใช้กับ
จ านวนตรรกยะ และจ านวนอตรรกยะได ้
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